
         

 

Varianta 98 
 

Subiectul I 

a) 5. b) 2. c) ( ) ( )1 1, ,1- ,1− . d) jwv
�

��

12=+ . e) 20-30i; f) 39 . 
 
Subiectul II 

1. a) 0. b) -1. c) lg10=1Ν∈ . d) x = 3. e) 
2

1

26

13 = . 

2. a) ( ) ∈=′  x,2007 2006xxf R. b) 0 puncte de extreme. c) 1 punct de inflexiune.  

d) ( ) 20071 =′f . e) 
2008

1
. 

 
Subiectul III 

a) [ ]2, ∈yx , deci ∈+=+=  d c, b, a, ,2 ,2 dcybax Z. Atunci 

( ) 22 bcadbdacyx +++=⋅ , deci 

( ) ( ) ( ) =−−−++=+−+= 2222222222 2424422 cbabcddadbabcdcabcadbdacxyf  

( )( ) ( ) ( )yfxfdcba =−−= 2222 22 . 

b) Fie ∈+= b a, ,2bax Z. Atunci ( ) ,020 22 =−⇔= baxf  adic  22 2ba = . 

Presupunem 0≠a , fie ( ) da =b , , deci a = dm, b = dn, ( ) 1n , =m si din 22 2ba =  avem  
22 2nm =  i ob inem c  2 este divizor comun pentru m, n, deci cotradicie. Atunci 

∈= b a, ,2 22 ba Z dac  i numai dac a = b= 0, adic x = 0. 

c) ( ) 112121 22 −=⋅−=+f .  

d) Pentru a = 3, b = 2 avem 2232 +=+= bax si ,12 22 =− ba deci ∈x  Z [ ]2 . Dar 

dac   ,2bax += ,2dcy += ∈d c, b, ,a Z avem ∈⋅ yx Z [ ]2  , deci ∈nx Z [ ]2 , 

∈n N*. Adic  ∈ ... ,, x, 32 xx Z [ ]2 , ir cresc tor, deci cu elemente distincte. 

e) Se arat asemn tor cu d) pentru a = b = 1, ( ) 221
12

nn

n
ba +=+

+
, 

( ) 112 1222 −=−=− +n
nn ba . 

f)  Calcul direct. 

g)  „ ⊂ ”  Dac   [ ]( )2ZUz ∈   i  [ ]2Z∈′z   este inversul su, atunci  1=′⋅ zz ,  deci   

( ) ( )1fzzf =′⋅ ,  adic   ( ) ( )zfzf ′⋅=1 .   

Deoarece  ( ) ( ) Z∈′zfzf , ,  obinem c   ( ) { }1,1−∈zf ,  deci  BAz ∪∈ .  A adar  

[ ]( ) BAU ∪⊂2Z . 

„ ⊃ ”  Dac   BAbaz ∪∈+= 2 ,  atunci  ( ) { }1,1−∈zf . 

I.  ( ) 1=zf   ⇔   12 22 =− ba   ⇔   ( ) ( ) 122 =−⋅+ baba ,  deci  z  este inversabil, 
inversul su fiind   

[ ]22 Z∈−=′ baz . 

 

            

 



         

 

II.  ( ) 1−=zf   ⇔   12 22 −=− ba   ⇔   ( ) ( ) 122 −=−⋅+ baba ,  deci  z  este 

inversabil, inversul su fiind  [ ]22 Z∈+−=′ baz . 

În ambele cazuri obinem c   [ ]( )2ZUz ∈ ,  a adar  [ ]( )2ZUBA ⊂∪ . 

În concluzie,  [ ]( ) BAU ∪=2Z . 
 
Subiectul IV 

a) ( ) ( )∞∈=′  0, x,
1

x
xf ; 

b) Din f continu  i derivabil  ob inem f continu pe [ ]1k k, +  i derivabil  pe (k, k+1) , 

( )∞∈∀  ,0k , putem aplica teorema lui Lagrange pe [k, k+1]i ob inem ca ∈∃c (k, k+1) 

astfel incat ( ) ( ) ( )kkcf ln1ln −+=′ . Din ( ) ( )∞∈∀<−=′′  0,x 0
1

2x
xf  ob inem f’ strict 

descresctoare pe ( )∞ ,0  deci din k<c<k+1 avem ( ) ( ) ( )1+′>′>′ kfcfkf , adic   

( ) ( )∞∈∀<−+<
+

 0,k ,
1

ln1ln
1

1

k
kk

k
. 

c) Notam nxt = i avem ndxdt = , iar pentru ππ n t, ==x  i pentru ππ 2n t,2 ==x , 

deci 
( )

1x ,
sin1sinsin 222

≥∀=⋅== ∫∫∫ dt
t

t
dt

n
n

t

t
dx

x

nx
x

n

n

n

nn

π

π

π

π

π

π
; 

d) Scriem relatia de la punctual b) pentru k de la n+1 pân la 2n. 

e) 
( )

∑∑∫
+

=

−

=

+
==

1212 1 sin n

nk
k

n

nk

k

kn Idt
t

t
x

π

π
, unde =kI

( )
dt

t

tk

k∫
+ π

π

1 sin
. In kI  facem substituia 

ykt += π  i ob inem ∫ +
=

π

π0

sin
dy

yk

y
I k ; 

f) [ ]π
ππππ

 0,y ,
sinsinsin ∈≤

+
≤

+ k

y

yk

y

k

y
 ( ) ∫ ∫≤≤

+
⇒

π π

ππ 0 0
sin

1
sin

1

1
ydy

k
Iydy

k k , deci  

( ) k
I

k k ⋅
≤≤

+ ππ
2

1

2
. Prin sumare de la k = n la k = 2n-1 obinem rezultatul. 

g) Dac  trecem la limit in d) rezult : 

2ln
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∞→∞→ nnnnnn nk
. Obinem din f) 

2ln
2

lim
π

=
∞→ n

k
x . 

 

 

            

 


